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113 年特種考試地方政府公務人員及離島地區公務人員考

試試題 
考試別：地方政府公務人員、離島地區公務人員考試 
等  別：三等考試 
類  科：資訊處理 
科  目：資料結構 

曹勝 老師 
一、考慮下面以虛擬碼（Pseudocode）表示的遞迴演算法，請回答相關問題： 

Algorithm Q(n) 
if n＝1 

return 1 
else return Q(n－1)＋2×n－1 

列出虛擬碼中 Q(n)的遞迴關係式，並說明此虛擬碼最終計算的是什麼？（5 分） 
用遞迴函式表示此虛擬碼所使用的乘法運算次數，並用漸進式符號 Big-O 表示此遞迴函式

的成長速率。（5 分） 
以遞迴函式表示此虛擬碼的執行時間 T(n)並說明其時間複雜度（以 Big-O 表示）。（10
分） 

《考題難易》★★★ 
《破題關鍵》：遞迴關係式 Q(n)描述奇數序列總和，最終計算結果為 n 的平方。遞迴執行時間

T(n)線性增長，時間複雜度為 O(n)。 
【擬答】 
遞迴關係式與虛擬碼的功能 

根據虛擬碼的描述，Q(n)的遞迴關係式為： 
Q(n)=Q(n−1)+(2n−1) 
邊界條件為： 
Q(1)=1 
功能分析 
每次遞迴的新增項是 2n−1，即奇數序列的第 n 項。 
將 Q(n)展開： Q(n)=Q(n−1)+(2n−1)=Q(n−2)+(2(n−1)−1)+(2n−1)=…當 n=1 時停止，因

此： Q(n)=1+3+5+⋯+(2n−1) 
根據數列求和公式，這是一個連續奇數序列的總和，其結果為： Q(n)= n2 
此虛擬碼最終計算的是 n2。 

遞迴函式中的乘法運算次數與 Big-O 表示 
在虛擬碼中，沒有明顯的乘法運算符號。所有數值計算都是加法或減法，因此沒有顯式的

乘法運算。Big-O 表示因為沒有進行乘法運算，所以乘法次數是 0，漸進成長速率為： 
O(1) 
執行時間 T(n)的遞迴函式與時間複雜度 
在虛擬碼中，每次執行 Q(n)時，遞迴調用一次 Q(n-1)並進行一次加法操作。 
因此，執行時間可表示為： T(n)=T(n−1)+O(1)   
邊界條件為： T(1)=O(1)   
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展開遞迴式：T(n)=T(n−1)+O(1)=T(n−2)+O(1)+O(1)=⋯=O(1)×n 
時間複雜度： 
最終的遞迴展開結果顯示，執行時間與 n 呈線性關係。使用 Big-O 表示，時間複雜度

為：O(n) 
 
二、請回答下列關於二元樹（Binary Tree）的問題： 
一個算術運算式（Arithmetic Expression）可以用一個二元樹表示，稱為算術運算樹

（Expression Tree），請將下列算術運算式以算術運算樹表示。（5 分） 
( ( ( 5 + 1 ) × 3 － (7 + 2 ) ) / ( ( ( 2 × 8 ) + 5 ) / 7 ) ) 
請判斷下列敘述是否正確：（5 分） 
“一個算術運算樹是一個滿二元樹（Full Binary Tree, or Proper Binary Tree）” 
子題中的算術運算式是何種順序的運算表示式？請利用其算術運算樹將此運算式表示為

一前序表示式（Preorder Expression），並說明其過程。（5 分） 
請敘述如何以子題的算術運算樹計算出算術運算式的值，並逐步表示其過程。（10 分） 

《考題難易》★ 
《破題關鍵》：算術運算式可透過樹狀結構表示，運算符作為節點，數值作為葉子。採用後序

遍歷自底向上計算算術運算樹的值。 
【擬答】 
算術運算式的算術運算樹表示 

 / 

- / 

* 

2 7 3 

+ 

1 5 

7 + 

5 * + 
2 8 

 
在算術運算樹中，所有的非葉節點都必須是二元運算符(例如 +, -, *, /)，而每個二元運算符

都必須有兩個子節點(左操作數和右操作數)。因此，算術運算樹滿足滿二元樹的定義：每

個非葉節點都有兩個子節點。因此敘述：「一個算術運算樹是一個滿二元樹(Full Binary 
Tree, or Proper Binary Tree)」是正確的。  
前序表示式(Preorder Expression)按以下順序生成： 

訪問根節點 
遞迴處理左子樹 
遞迴處理右子樹 
對應子題 的算術運算樹： 
根節點為 /。 
遞迴生成左子樹的前序表示式：- * + 5 1 3 + 7 2 
遞迴生成右子樹的前序表示式：/ + * 2 8 5 7 
合併結果： /−∗+513+72/+∗2857 
計算算術運算式的值 
自底向上(Bottom-Up)：先計算葉節點，再逐層向上計算。 
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使用後序遍歷(Postorder Traversal)：按照「左子樹 → 右子樹 → 根節點」的順序訪問並

計算值。 
逐步計算過程： 
左子樹： 
計算 (5 + 1)= 6 
計算 6 * 3 = 18 
計算 (7 + 2)= 9 
計算 18 - 9 = 9 
右子樹： 
計算 (2 * 8)= 16 
計算 16 + 5 = 21 
計算 21 / 7 = 3 
根節點：計算 9 / 3 = 3 
最終結果：算術運算式的值為 3 

 
三、在許多應用中，往往需要以物件的優先權來進行處理，為了區別物件的優先順序，我們可以

簡單地賦予物件一個鍵值（Key）來代表優先權，此鍵值通常是一個數值可以用來區別物件

前後順序。在此，我們考慮物件的鍵值是一個數值而其值愈小，物件的優先權愈高，優先佇

列（Priority Queue）則是一種以物件的優先權來管理物件的資料結構。 
請說明優先佇列的抽象資料型態（abstract data type, ADT）定義。（10 分） 
給定一個最小二元堆積（Minimum Heap）H 與一個鍵值 k，在 H 中快速地找出所有鍵值

小於或等於 k 的資料物件。請描述一個有效的方法，此方法所花的時間（或運算量）與欲

找出的資料物件之數量成線性比例。（5 分） 
《考題難易》★★★ 
《破題關鍵》：優先佇列是以優先權管理資料的抽象資料型態，支援插入、刪除最優物件等操

作。利用最小堆積特性，遞迴篩選鍵值≤k 的節點，達到高效搜尋。 
【擬答】 
優先佇列的抽象資料型態(ADT)定義 
優先佇列是一種以優先權來管理資料的抽象資料型態，常用於需要依據優先順序處理物件

的應用(例如任務排程、事件處理)。其主要特性如下： 
資料操作 
插入(Insert / Enqueue)：將一個物件加入佇列。 
刪除並返回最優先物件(Extract-Min / Dequeue)：移除並返回佇列中優先權最高的物件

(在最小優先佇列中，鍵值最小的物件具有最高優先權)。 
查看最優先物件(Peek / Find-Min)：不刪除的情況下，返回優先權最高的物件。 

性質 
每個物件都有一個鍵值(Key)代表其優先權，鍵值越小，優先權越高(最小優先佇列)。 
優先佇列支持動態操作，即插入新元素和刪除最優先物件的時間複雜度通常較低(如 
O(logn))。 

在最小堆積(Minimum Heap)中快速找出所有鍵值 ≤k\leq k≤k 的資料物件 
在最小堆積中，每個節點的鍵值小於或等於其所有子節點的鍵值。這一特性可以用來高效

篩選所有鍵值 ≤k\leq k≤k 的物件。演算法如下： 
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初始化： 
建立一個空的結果集合 result，從堆積的根節點開始進行搜尋。 
遞迴(或使用堆疊模擬的迴圈)過程： 
若當前節點的鍵值 k≤k，將其加入 result 集合。 
遞迴檢查當前節點的子節點。若當前節點的鍵值＞k，則剪枝(Prune)操作：停止處理該節

點及其子節點，因為其子節點的鍵值必然大於 k。 
結束條件： 
當所有符合條件的節點都已處理完時，返回結果集合 result。 
演算法實現 
以遞迴方式的虛擬碼表示如下： 
function FindKeys(heap, index, k, result): 
    if index ＞= heap.size: 
        return 
    key = heap[index] 
    if key ＜= k: 
        result.add(heap[index]) # 加入結果集合 
        FindKeys(heap, left_child(index), k, result) # 遞迴檢查左子節點 
        FindKeys(heap, right_child(index), k, result) # 遞迴檢查右子節點 
    else: 
        return  # 剪枝：若當前節點鍵值大於 k，則不再繼續搜索 
時間複雜度分析 
堆積的特性確保只有可能包含鍵值≤k 的節點會被訪問，其他節點會被剪枝，避免不必

要的檢查。若結果中有 m 個物件，則演算法的時間複雜度為 O(m)，即與找出的物件數

量成線性比例。 
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四、關於紅黑樹（Red Black Tree）與(2,4)-樹((2,4)-Tree)： 
請分別說明紅黑樹與(2,4)-樹的定義。（10 分） 
考慮下面的紅黑樹（實線節點代表黑色節點，虛線節點代表紅色節點），代表節點的字元

符號可視為鍵值，請說明如何將此紅黑樹轉換為一個(2,4)-樹，並將其結果畫出。此外，請

申論轉換的(2,4)-樹是否唯一。（10 分） 

 
請說明為何一個有 n 個節點（鍵值）的紅黑樹其高度是 O(log n)。（5 分） 

《考題難易》★★★ 
《破題關鍵》：紅黑樹平衡性確保 O(logn) 高度，紅節點與父節點合併形成 (2,4)-樹；紅黑樹

與 (2,4)-樹平衡原理相同，均維持結構穩定性與搜尋效率。 
【擬答】 
紅黑樹與 (2,4)-樹的定義 
紅黑樹 (Red Black Tree) 
是一種平衡的二元搜尋樹，附帶以下性質： 
節點為紅色或黑色。 
根節點必須是黑色。 
紅節點的子節點必須是黑色(即沒有兩個相鄰的紅節點)。 
從任何節點到其所有葉節點的每條路徑都包含相同數量的黑色節點(稱為「黑色高

度」)。 
所有葉節點為空節點(Nil)，並視為黑色。 
(2,4)-樹 ((2,4)-Tree) 
是一種 B 樹 (B-Tree)的特例，符合以下特性： 
每個節點最多包含 4 個子節點和 3 個鍵值。 
所有的葉節點位於相同深度。 
每個內部節點包含 k 個鍵值和 k+1 個子節點，且鍵值排列有序。 
(2,4)-樹始終保持平衡。 

紅黑樹轉換為 (2,4)-樹 
紅黑樹的紅色節點可視為將其與其父節點合併的狀態。具體而言： 
如果紅色節點存在，將其鍵值視為父節點的擴展。 
這種合併將產生多鍵值節點，對應 (2,4)-樹的結構。 
根據圖中的紅黑樹： 
將每個紅色節點與其父節點合併，產生相應的多鍵值節點。 
例如，紅色節點 a 與 r 合併，d 與其父節點合併，依此類推。 
結果圖示 
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此轉換的結果是唯一的，因為每個紅色節點都按照其父子關係進行固定合併，並維持鍵值

的排序與結構平衡。 
紅黑樹高度為 O(logn)的說明 
紅黑樹是一種平衡二元搜尋樹，其平衡條件(例如紅節點限制和黑高一致性)確保其高度不

會過高。樹的最大高度出現在所有路徑都交替紅色和黑色節點的情況。 
紅黑樹每條根到葉節點的最短路徑(僅包含黑節點)至少是其最長路徑長度的一半。 
在 n 個節點的情況下，樹的高度 hhh 滿足： h≤2×⌈log2(n+1)⌉ 
因此，紅黑樹的高度為 O(logn)。 
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五、下面的矩陣 M 是表示一個無向圖 G=(V, E)的相鄰矩陣（Adjacency Matrix），V 與 E 分別

為節點與邊的集合： 
 a b c d e f g 

a 0 1 0 1 1 1 0 

b 1 0 1 0 1 1 0 

c 0 1 0 0 0 1 1 

d 1 0 0 0 0 0 1 

e 1 1 0 0 0 0 0 

f 1 1 1 0 0 0 1 

g 0 0 1 1 0 1 0 

請畫出此無向圖 G。（10 分） 
若以字母順序為考量對 G 進行廣度優先搜尋（Breadth-First Search, BFS），因此將由節點 

a 開始，請繪出尋訪完後所產生的 BF 樹（Breadth- First (BF) Tree）。（5 分） 
《考題難易》★★ 
《破題關鍵》：針對無向圖 G，根據相鄰矩陣畫出節點連接；廣度優先搜尋則依字母順序展

開，確保層次明確並形成 BF 樹。 
【擬答】 
畫出無向圖 G 

根據相鄰矩陣，每個節點的連接關係如下： 
節點 a: 與 b, d, e, f 相連 
節點 b: 與 a, c, e, f 相連 
節點 c: 與 b, f, g 相連 
節點 d: 與 a, g 相連 
節點 e: 與 a, b 相連 
節點 f: 與 a, b, c, g 相連 
節點 g: 與 c, d, f 相連 
根據這些連接關係畫出無向圖 G： 

 

d c 
b 

e 

g 

f 

a 

 
廣度優先搜尋 (BFS)的 BF 樹 
從節點 a 開始，按字母順序進行廣度優先搜尋，過程如下： 
初始節點: a 
可選子節點依字母順序: b, d, e, f 
訪問順序: b  d  e  f 
節點 b 的子節點: 

b 已訪問，僅新增 c 為下一層節點。 
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節點 d 的子節點: 
d 已訪問，僅新增 g 為下一層節點。 
節點 e, f , c, g 的子節點: 
所有子節點已在之前訪問。 
最後形成的 BF 樹  

 

d c 
b 

e 

g 

f 

a 
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