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113 年公務人員高等考試三級考試試題 

等 別：三等 
類 科：土木工程 
科 目：材料力學 邱鴻昇老師解題 
 
一、參考（圖 1）之方向定義，試寫出梁的撓曲變形函數 u(x)與分布載重 q(x)之間的關係式，並

列舉有關此式至少三個基本假設。試以此關係式出發，推導圖 1 左端固定之懸臂梁撓曲變形

函數，以及梁右端點 b 之順時針旋轉傾斜角 θ與垂直向下位移 Δ。令 EI 為此梁之撓曲剛度，

qo 為載重係數，兩者皆為常數。（25 分） 

 
（圖 1） 

【解題關鍵】 
《考題難易》★★★ 
《破題關鍵》 

原題已提示由載重方程式進行運算，本題了解各方程式的邊界條件，即可求解，另需注意給

定之座標，Y 方向朝上為正。 
【擬答】 
計算撓取變形函數𝒖ሺ𝒙ሻ 

基本假設：均質、線彈性材料。 
          平面保持平面。 
          假設變形微小。 

由𝑦ᇱᇱᇱᇱ ൌ െ ௤ሺ௫ሻாூ ൌ െ ௤బாூ௅మ ∙ 𝑥ଶ 

⇒ 𝑦ᇱᇱᇱ ൌ 𝑉ሺ𝑥ሻ ൌ ׬ ௤ሺ௫ሻாூ ൌ െ ௤బாூ௅మ ∙ ௫యଷ ൅ 𝐶ଵ ；𝑉ሺ𝐿ሻ ൌ 0 ⟹ 𝐶ଵ ൌ ௤బ∙௅ଷாூ  ⇒ 𝑦ᇱᇱ ൌ 𝑀ሺ𝑥ሻ ൌ ∬ ௤ሺ௫ሻாூ ൌ െ ௤బாூ௅మ ∙ ௫రଵଶ ൅ 𝐶ଵ ∙ 𝑥 ൅ 𝐶ଶ ；𝑀ሺ𝐿ሻ ൌ 0 ⟹ 𝐶ଶ ൌ െ௤బ∙௅మସாூ  

⇒ 𝑦ᇱ ൌ 𝜃ሺ𝑥ሻ ൌ∭ ௤ሺ௫ሻாூ ൌ െ ௤బாூ௅మ ∙ ௫ఱ଺଴ ൅ 𝐶ଵ ∙ ௫మଶ ൅ 𝐶ଶ ∙ 𝑥 ൅ 𝐶ଷ；𝜃ሺ0ሻ ൌ 0 ⟹ 𝐶ଷ ൌ 0  

⇒ 𝑦 ൌ 𝑢ሺ𝑥ሻ ൌ ∬∬ ௤ሺ௫ሻாூ ൌ െ ௤బாூ௅మ ∙ ௫లଷ଺଴ ൅ 𝐶ଵ ∙ ௫య଺ ൅ 𝐶ଶ ∙ ௫మଶ ൅ 𝐶ଷ ∙ 𝑥 ൅ 𝐶ସ；𝑢ሺ0ሻ ൌ 0 ⟹ 𝐶ସ ൌ 0  

計算 b 點轉角𝜽𝒃及向下位移∆𝒃 𝜃௕ ൌ 𝜃ሺ𝐿ሻ ൌ െ ௤బ∙௅యଵ଴ாூ ൫順൯  

∆௕ൌ 𝑢ሺ𝐿ሻ ൌ െ ଵଷ௤బ∙௅రଵ଼଴ாூ ሺ↓ሻ  
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 Ans： 

  𝑢ሺ𝑥ሻ ൌ െ ௤బாூ௅మ ∙ ௫లଷ଺଴ ൅ ௤బ∙௅ଷாூ ∙ ௫య଺ െ ௤బ∙௅మସாூ ∙ ௫మଶ  
  𝜃௕ ൌ െ ௤బ∙௅యଵ଴ாூ ൫順൯  
  ∆௕ൌ െ ଵଷ௤బ∙௅రଵ଼଴ாூ ሺ↓ሻ  

 
二、一根三夾板梁由兩種彈性材料組成，夾心層材料之彈性係數為 Es=200000MPa，上下兩外層

由材料 Ea=50000MPa 所製成。各層具有矩形斷面，且各層之斷面積相同，皆為 A=20 mm2，

長度 L=1200 mm。心層與外層之熱膨脹係數分別為 αs=1.0×10-5(1/℃)與 αa=2.0×10-5(1/℃)。此

梁將被安裝於兩剛性牆面之間，事先預留 δ=0.2 mm 之微小間隙使其暫不受力，如（圖 2）所

示，此時若將溫度均勻提高 ΔT=20℃，試問升溫後組合梁內部所受之總軸力 F 為何？如果心

層與外層之材料容許應力分別為 σs=10.0 MPa 和 σa=5.0 MPa，則升溫上限為何？（25 分） 

 
（圖 2） 

【解題關鍵】 
《考題難易》★★ 
《破題關鍵》屬溫度變化常見題型，注意單位即可破題。 
【擬答】 
計算各構件限制伸長量∆𝒂及∆𝒔 ∆௔ൌ 𝛼 ∙ ∆𝑇 ∙ 𝐿 െ 0.2 ൌ 2.0 ∙ 10ିହ ∙ 20 ∙ 1200 െ 0.2 ൌ 0.28𝑚𝑚  ∆௦ൌ 𝛼 ∙ ∆𝑇 ∙ 𝐿 െ 0.2 ൌ 1.0 ∙ 10ିହ ∙ 20 ∙ 1200 െ 0.2 ൌ 0.04𝑚𝑚  
計算各構件受力𝑭𝒂、𝑭𝒔及總軸力𝑭 𝐹௔ ൌ ∆௔ ∙ ஺ாೌ௅ ൌ 0.28 ∙ ଶ଴∙ହ଴଴଴଴ଵଶ଴଴ ൌ 233.33𝑁  

𝐹௦ ൌ ∆௦ ∙ ஺ாೞ௅ ൌ 0.04 ∙ ଶ଴∙ଶ଴଴଴଴଴ଵଶ଴଴ ൌ 133.33𝑁  

𝐹 ൌ 2𝐹௔ ൅ 𝐹௦ ൌ 0.04 ∙ ଶ଴∙ଶ଴଴଴଴଴ଵଶ଴଴ ൌ 599.99𝑁൫壓൯  

計算各構件溫升上限 𝜎௦ ൌ ሺ𝛼௦ ∙ ∆𝑇௦ ∙ 𝐿 െ 0.2ሻ ாೞ௅  ⟹ ∆𝑇௦ ൌ 21.67℃  

𝜎௔ ൌ ሺ𝛼௔ ∙ ∆𝑇௔ ∙ 𝐿 െ 0.2ሻ ா௅ೌ  ⟹ ∆𝑇௔ ൌ 13.33℃  

 Ans： 
  總軸力𝐹 ൌ 599.99𝑁 
  溫升上限∆𝑇 ൌ 133.33℃ 
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三、圓弧形彎梁左端固定於剛性牆面，座標與尺寸標示如（圖 3），梁斷面為均勻實心方形

20mm×20mm 斷面，材料彈性係數 E=200,000MPa，柏松比 v=0.25，剪力係數 G=80,000MPa，
現於梁之自由端施加一垂直於梁身之水平力 P=20 N（x-方向），試計算點 a 處梁內最大法向

應力 σxx 與點 b 處最大剪應力 τxy，以及絕對最大法向應變 εmax 與絕對最大剪應變 γmax。 
（25 分） 

 
（圖 3） 

【解題關鍵】 
《考題難易》★ 
《破題關鍵》 

合成應力題型，給定 a 及 b 點計算，切勿讓𝑟、𝜃座標迷惑了。 
【擬答】 
由力平衡方程式，計算支承反力 ∑𝑀௔ ൌ 0 ,𝑀௔ ൌ 𝑃 ∙ 𝐿 ൌ 20 ∙ ሺ1ሻ ൌ 20ሺ𝑁 െ𝑚ሻ  ∑𝐹௫ ൌ 0 ,𝑅௔,௫ ൌ 𝑃 ൌ 20ሺ𝑁ሻሺ←ሻ  ∑𝐹௬ ൌ 0 ,𝑅௔,௬ ൌ 0  
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計算 a 點正向應力𝝈𝒙𝒙及 b 點剪應力𝝉𝒙𝒚 𝜎௫௫ ൌ ெ௬ூ ൅ ௉஺ ൌ ଶ଴∙ଵ଴య∙ଵ଴ଶ଴ర ଵଶ⁄ ൅ ଶ଴ଶ଴∙ଶ଴ ൌ 15.05ሺ𝑀𝑃𝑎ሻ  

𝜏௫௬ ൌ 𝑉𝑄𝑏𝐼 ൌ 20 ∙ 20 ∙ 10 ∙ 520 ∙ 20ସ 12⁄ ൌ 0.075ሺ𝑀𝑃𝑎ሻ 
計算應變及剪應變 𝜀௠௔௫ ൌ ఙೣೣா ൌ ଵହ.଴ହଶ଴଴଴଴଴ ൌ 15.05  

𝜏௠௔௫ ൌ ఙೣೣଶ ൌ 7.525ሺ𝑀𝑃𝑎ሻ，𝛾௠௔௫ ൌ ఛ೘ೌೣீ ൌ ଻.ହଶହ଼଴଴଴଴ ൌ 9.406 ∙ 10ିହ 

 Ans： 
  𝜎௫௫ ൌ 15.05ሺ𝑀𝑃𝑎ሻ，𝜏௫௬ ൌ 0.075ሺ𝑀𝑃𝑎ሻ 
  𝜀௠௔௫ ൌ 15.05，𝛾௠௔௫ ൌ 9.406 ∙ 10ିହ 

 
四、一水平梁承受若干垂直力與平面內力矩，梁斷面內正值之剪力與彎矩定義如（圖 4a），其剪

力圖（單位 kN）與彎矩圖（單位 kN．m）示意如（圖 4b），試完成剪力圖並推估此梁之所

有受力與力矩。（25 分） 

 
（圖 4a）                                 （圖 4b） 

【解題關鍵】 
《考題難易》★★ 
《破題關鍵》 

熟悉載重、剪力、彎矩關係，即可破題，惟計算式需視情況補充。 
【擬答】 
由彎矩圖，計算剪力圖及載重 

已知斷面彎矩(M)、剪力(V)及載重(w)之關係式：
ௗ௏ௗ௫ ൌ െ𝑤，ௗௌ௫ ൌ 𝑉 

由׬ 𝑑𝑀 ൌ ׬ 𝑉𝑑𝑥 ⇒ 𝑀஻ ൌ ׬ 𝑉஺஻𝑑𝑥，得𝑉஺஻ ൌ െ9 
由׬ 𝑑𝑀 ൌ ׬ 𝑉𝑑𝑥 ⇒ 𝑀஼ ൌ ׬ 𝑉஻஼𝑑𝑥，得𝑉஻஼ ൌ െ19 
由׬ 𝑑𝑀 ൌ ׬ 𝑉𝑑𝑥 ⇒ 𝑀஽ ൌ ׬ 𝑉஼஽𝑑𝑥，得𝑉஼ ൌ 8 
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繪製載重、剪力圖及彎矩圖 

 
 

 


